Resitve maturitetne pole
7. junij 2008
Osnovna raven

1. Naj bo A mnoZica vseh prastevail, manjsi od 20, B mnoZica vseh deliteljev Stevila 12 in C
mnoZica vseh veckratnikov stevila 3, mnanjsih od 20. Zapisite mnoZice A, B, C, AN Bin BU
C.

Resitev:

Prastevila so $tevila, deljiva natanko z dvema $teviloma, deljiva so z 1 in sama-s sabo. Stevilo
1 ni prastevilo, saj je deljivo samo s sabo in nobenim drugim Stevilom. Brez vedcji. tezav
razmislimo za ostala Stevila, , ki niso v mnozici A, da so deljiva vsaj s tremi Stevili. Npr.
Stevilo 4 je deljivo z 1, 2 in 4. Stevilo 15 je deljivo z 1, 3, 5 in 15. Na enak nacin preverimo
vsako Stevilo od 1 do 19 (uposStevamo drugi pogoj, da je Stevilo manjse od 20), da dobimo
resitev:

A=1{235,711,13,17,19}

Stevila, ki delijo 12 brez ostanka oz. je ostanek pri deljenju enak 0, so delitelji $tevila 12.
Poiscemo jih lahko na pamet.

B = {1,2,3,4,6,12}

Veckratniki Stevila 3 so Stevila, ki jih dobimo, pri mnozenju Stevila 3 s poljubnim naravnim
Stevilo; povedano drugace, veckratniki Stevila.3 so Stevila, ki so deljiva s 3. Taka Stevila,
manjsa od 20 so

€ ={3,6,9,12,15,18}
V preseku mnoZic A in B so elementi, ki so skupni obem mnoZicam. To sta Stevili
ANB ={23}

V uniji mnoZic B in C so elementi, ki so v mnoZici B ali v mnozici C. Pri tem elementov ne
v uniji.-ne podvajamo (npr. Stevilo3 je element mnoZice B in C, vendar ga piSemo v uniji le
enkrat)

BuC =1{1,23,469,12,15,18}

2. Izracunajte vse nicle funkcije f(x) = tanx — 1 in presecisCe njenega grafa z ordinatno
0sj0.

Resitev:

V sploSnem ima funkcija nicle tam, kjer je njena funkcijska vrednost enaka nic. Za izracun
nicel je potrebno nastaviti enacbo f(x) = 0.

V nasem primeru velja



tanx—1=0
oziroma

tanx =1

. o . o . 5 Y.
Tangens kota je nak 1 za kot x = 45° oziroma %ln kot 225° oziroma T”. Prvo resitev nam da

tudi kalkulator, &e vtipkamo tan™1(1). Vendar to nista edini reitvi enatbe. Tangens je
peridoc¢na funkcija

tan(a + k) =tana, k ez,
zato so resSitve zgornje enacbe tudi

1. x=g+krr, keZ

2. x=%n+kn, keZ

Vidomo, da se resitve 1. In 2. Zapisa pokrivajo oz. ujemajo zato'zapiSemo zahtevane resitve
enacbe krajse:

—ﬂ+k keZ
x—4 T, €Z.

vev v vev v

Sedaj pois¢emo Se presecisce grafa funkcije f(x) z ordinatno osjo. Za tocko preseciséa z
ordinato vemo, da ima absciso oz. x koordinato enako nic (to velja za vse tocke, ki so na

vev v

ordinati). Presecisce lahko zapiSemo kot

P(0,y)

Vstavimo x = 0 v enacbo nase funkcije f(x) = tanx — 1 in dobimo

f(0Oy=tan0—-1=0—-1=-1
Presecisce grafa z osjo y je torej
P(0,—-1)
Zapisite enacbo kvadratne funkcije, ki ima za x = 1 ekstremno vrednost 4 in niclo x; = 3.
Resitev:

Ekstremna vrednost (bodisi najmanjsa ali najvecja vrednost) kvadratne funkcije je v temenu.

Podano imamo torej teme s koordinatama T'(1,4). Drugi podatek za ni¢lo, nam pove kje
funkcija seka abscisno os. Torej je v tem opisu skrita y koordinata tocke (0).

Niclo x; = 3 zapisimo kot tocko, npr. N(3,0). Sedaj se lahko lotimo zapisa kvadratne
funkcije. Ker imamo podano teme, izberemo temensko obliko.

y=a(x—-p)*+q

Vstavimo koordinati temena T'(1,4) in dobimo



y=a(x—1)?>+4
Polovico dela je za nami, ostaja nam Se razresitev za vodilni koeficient, a.

Uporabimo podatek za ni¢lo oz. vstavimo koordinati x in y ni¢le N(3,0) v zgronjo temensko
obliko. To lahko storimo, ker nicla lezi na grafu funkcije in mora enacba veljati tudi zanjo (kot
za vse ostale tocke na grafu funkcije). Vstavimo za x =3 in y = 0, in dobimo

0=a(3-1)*+4
0=4a+4
a=-1
Preostane nam Se zapis kvadratne funkcije, ki smo ga iskali na zacetku naloge

fO)=-(x-1)?*+4

Lastovke so odletele na jug v treh jatah. Stevilo ptic v.posameznih jatah je v razmerju 3:10:17.
V najvedji jati je 72 ptic vec€ kot v obeh manjsih jatah skupaj. Koliko lastovk je v vsaki
posamezni jati?

Resitev:

Stevilo ptic v jatah oznagimo z npr. a, bin.c. Za zapis razmerja 3:10:17 je najkoristnej$a
uporaba nove enote oz. koeficienta, ki bo ponazarjala razmerje med Stevilom ptic jatah.
Oznacimo ga, npr. s t.

Ce upostevamo dano razmerje$tevila pric, lahko zapisemo $tevilo ptic v posameznih jatah

a =23t (2)
b =10t (2)
c=17t (3)

Upostevajmo Se zvezo med Stevilom ptic v najvedji jati (jata c) in manjsima jatama
c=a+b+72
Zdaj namesto a, b in c pisSimo enakosti (1), (2) in (3)
17t =3t + 10t + 72

Uredimo zapis v

Stevilo ptic v posamezni jati dobimo tako, da vstavimo za t = 18 v enacbe (1), (2) in (3)



a=3-18=54
b=10-18 =180
c=17-18 = 306

Najvecja jata (jata c) ima 306 lastovic, jata b ima 180 lastovic in najmanjsa jata (jata a) 54
lastovic.

Lahko napravimo tudi preizkus
c=a+b+72
306 =54+ 180+ 72
L: 306

D: 54+180+72=306

T
5. lzracunajte tocno vrednost dolo¢enega integrala fOZ(sinx +3 cosx — x)dx.

Najprej se spomnimo, da je nedoloceni integral vsote (razlike) dveh, treh alli vecih funkcij enak vsoti
(razliki) nedolocenih integralov teh dveh, treh aliwvecih funkcij.

JF ) £ g(x) £ h(x))dx = [ f()dx & [ g(x)dx + [ h(x)dx (1)

Nedoloceni integral produkta funkcije f(x) s Stevilom a je enak produktu Stevila in nedolocenega
integrala funkcije f(x).

[af()dx=a | f(x)dx (2)

Poznati moramo formule za.integral funkcije sinus, funkcije kosinus in integral potencne funkcije.
[sinxdx = —cosx + C (3)
[cosxdx =sinx +C (4)

n+1
fxndx=);?+6 ,NERN+—-1 (5

v

2
J- (sinx + 3 cosx — x)dx =
0

Ce uporabimo lastnost (1) integrala, dobimo

Y s s

2 2 2
=f sinxdx+f 3cosxdx—f xdx =
0 0

0

Za drugi integral uporabimo Se lastnost nedlocenega integrala (2) za produkt funkcije s Stevilom



Y Y s

2 2 2
=f sinxdx+3f cosxdx—f xdx =
0 0

0
Sedaj se lahko lotimo integriranja po lastnostih (3), (4) in (5)
T T 2\ TT
2 i — X7\ —
=(—cosx)2+3:-(sinx)2 —|—= )2 =
0 0o \2/0
Sedaj vstavimo zgornjo mejo (v tem primeru %) in spodnjo mejo (v tem primeru 0) v nedoloceni

integral:

&) _o

T T
= (—cosz— (—cos0)) + 3 - (sinE — sin 0) | —=——-—=]=

2 2
7T2
=(0+1)+3(1-0) - %—o =
m? w2
—143-——=4——
o3 8

Tocna vrednost integrala je 4 — % .

6. Resite enacbo 2x + 3 = Vva.+ 3.

Enacbe, kjer nastopa spremenljivka (v tem primeru x) pod korenom ponavadi potenciramo tako, da
se korena znebimo. Ker imamo tu opravka s kvadratnim korenom, je potrebno enacbo kvadrirati.
Edino, kar moramo paziti je,;.da se dobljeni rezulatat ujema tudi s prvotno enacbo, saj lahko zaradi
kvadriranja dobimao reSitve, ki niso skladne z osnovno enacbo.

(2x +3)%? = (Vx + 3)?

Po kvadriranju dobimo
4> +12x+9=x+3
Opazimo, da imamo sedaj kvadratno enacbo, zato gredo vsi ¢leni na levo stran, na desni ostane 0
4> +12x+9—-x—-3=0
Uredimo
4x> +11x+ 6 =0
Ker vodilni koeficient 4, je uporaba Vietovega pravila neprimerna. Najprej z diskriminanto prevrimo,

Ce je enacba resljiva v mnozici realnih stevil
D=b*>—4ac=121—4-6-4=121—-96 =25

Diskriminanta je vecja od nic, zato ima enacba dve resitvi. Dobimo jih po dobro znani enacbi:



-b+VD -11++25 -11%5

Y2T T TT 2.2 T 8
1145 -6 _ 3
e )
—11-5 -16
Xy = 3 = 5 = -2

Sedaj moramo, kot smo povedali Ze na zacetku naloge Se preveriti obe resitvi, Ce se ujemata s
prvotno enacbo. Treba je vstaviti resitvi (vsako posebej) v enacbo in preveriti, Ce je leva stran enaka
desni. Najprej za prvo resitev

3
> Xy =—=
1 4

Izracun za levo stran enacbe , ko vstavimo vrednost za x = —%
L: 2 +3—2< 3)+3— 6+3— 4 —6—3
PO EATY TP T LT )

Y . . 3
Nato Se vrednost desne strani enacbe za x = — "

3 3 120 |9 3
D: W=J——+3=J——+—= —=3

. . v 3. v. 3 v
Ker se vrednost leve in desne strani enacbe za x = —Z ujema, resitev X1 = — Z UpOStevamO.
> x2 = _2

L 2x+3=2(-2)+3=-4+3=-1

D: YVx+3=vV=2+3=vV1=+1

Leva in desna stran enacbe se za vrednost x = —2 ne ujemata, zato x, = —2 ne upostevamo kot
reSitve prvotne enacbe.

ReSitev enacbe 2x +3 =+Vx + 3 jetorejenasama:x = —% .

7. Preverite, da je $tevilo 2 dvojna ni¢la polinoma p(x) = x* — 2x3 + 6x2 — 32x + 40. Poii¢ite
Se preostali dve (kompleksni) nicli).

NajprimernejsSe orodje za to nalogo je Hornerjev algoritem. Za tiste, ki ste to pozabili, najprej
povejmo, da je Hornerjev algoritem postopek, ki nam ne pove samo vrednosti polinoma za dano
Stevilo a (npr. 2), temvec tudi ostanek pri deljenju polinoma z linearnim polinomom x-a (v nasem
primeru x-2).

p(x) = 1x* — 2x3 + 6x2 — 32x + 40

1 -2 6 -32 40
2 2 0 12 -40
1 0 6 -20 0




V zgornjo vrstico po vrsti zapiSemo koeficiente polinoma, nato v prvi stolpec v drugo vrstico Stevilo,
za katerega vrednost polinoma nas zanima.

Vodilni koeficient vedno prepisemo v spodnjo vrstico.

Nato zmozimo Stevilo 2 (Stevilo v prvem stolpcu) z 1 (prvi koeficient). Rezultat (2-:1=2) zapiSemo pod

naslednji koeficient (-2). Nato seStejemo obe vrednosti (-2+2=0) in rezultat zapiSemo v spodnjo
vrstico.

Spet pomnozimo 2 s Stevilom 0 in rezultat (2:0=0) zapiSemo pod naslednji koeficient. Sesetejemo, in
rezultat (6 + 0 = 6) zapiSemo v spodnjo vrstico. Nadaljujemo postopek in v zadnjem stolpeu dobimo
vsoto 0. Ta, zadnja vsota, je ni¢ natanko tedaj, ko je dano Stevilo (2 v naSem primeru)_nicla polinoma.
Ce je $tevilo 2 dvojna ni¢la, to lahko potrdimo, da ponovimo Hornerjev algoritem na polinomu, ki ga
tvorijo koeficienti v spodnji vrstici, spet s Stevilom 2. Lahko nadaljujemo kar v isti tabeli.

1 2 6 32 | 40
2 2 0 12 | -40
1 0 6 | -20 0
2 l, 2 4 20
1 2 10 0

Ker je tudi tokrat zadnja vsota nic, je Stevilo 2 res dvojna ni¢la polinoma
p(x) = x* — 2x3 + 6x% —32x+ 40

xl N x2 b 2
Poiskati moramo Se preostali dve kompleksni nicli.

Spet uporabimo koeficiente iz Hornerjeve tabele, spodnja vrstica.

1 0 6 20 0
2 l, 2 4 20
1 2 10 0

Dobimo polinom g(x)'= x? + 2x + 10, katerega ni¢le so tudi ni¢le nasega osnovnega polinoma p(x).
Resimo enacbo

x2+2x+10=0
Kvadratno enacbo resimo po obrazcu:

_—b++D
X34 = 2a
D=b?>—4ac=4—-4-1-10=-36
Diskriminanta je negativna, zato sta preostali dve nicli res kompleksni!

VD =v-36 =36 -V—1 = 6i
—2++/-36

X34 = 2



—2++v-36 —2+6i _
X3 = 5 i =—-1+3i Xy =

—2—-+v—=36 —2—6i

= —1—3i
2 2 !

Torej, dokazali smo, da je Stevilo 2 res dvona ni¢la polinoma p(x), x; = x, = 2 in dobili preostali dve
nicli, x3 = =1+ 3iinx, = -1 — 3i.
S tem smo dobili vse nicle polinoma, saj vemo, da ima polinom Cetrte stopnje natanko 4 nicle.
Pois¢emo jih lahko s Hornerjevim algoritmom in z enacbo za nicli kvadratne enacbe.

8. Slika prikazuje elipso s temeni A, B, Cin D. Zapisite tocne koordinate gorisc te elipse. Zapisite

tudi enacbo kroZnice, ki ima sredisce v tocki B in poteka skozi izhodis¢e koordinatnega

sistema. D (0’2)

A (-5,0)

LN
S~ T

C (01_2)
Lega gorisc elipse F;(-e,0) in F5(e,0) je dana z enacbo za e (linearno ekscentri¢nost):
2 _ 2 2
e“ =a* —b*,

Kjer sta a in b polosi elipse. V nasem primeru (preberemo s slike) jea=5inb=2,kerjea>b

velja enacba zgoraj. Ce bi veljalo b > a, bi bila enacba za e malce drugaéna e? = b? — a?.
V nasem primeru velja
e?=@%—-b*=25-4=21
e=21
Goriséi elipse sta tako F; = (—\/ﬁ,O) in F, = (¥/21,0).

KroZnica s sredis¢em v tocki:S(p,q) in.polmerom r ima enacbo:

(x-p)?+0@-—q)?=r?
Tu je sredisce kroznice v tocki.B(5,0), polmer pa mora biti r = 5, saj je od sredisca kroZnice do
njenega oboda v koordinatnem izhodiscu ravno 5 enot.
Enacbe te krozniceje potem:

(x—5)?%+(y-0)?=5

oziroma
(x —5)%2 +y? =25
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9. Diagonali pravokotnika se sekata v tocki S. Stranica |AB| = a = 10cm, kot <BSC = ¢ = 40°.
IzraCunajte obseg pravokotnika. Rezultat zaokroZite na tri mesta. Narisite skico.

Podatki: D C
|AB| = a = 10cm
IBSC = ¢ = 40°

o =? 40° b
Najprej nariSemo skico pravokotnika in ozna¢imo S
oglis¢a, stranici in poznani kot «BSC = ¢ = 40°.
Spomnimo se, da se diagonali trikotnika sekata v A a B
tocki S.
Poznamo formulo za obseg trikotnika: D C
o=2(a+Db)
Da bi resili nalogo, je treba najprej Izracunati stranico b. S
Najenostavneje je, Ce iz skice razberemo velikost kota 40° b
LBAC inizraGunamo stranico b s kotno fukcijo sinus. 140°
Kot «BSC in kot <ASB skupaj tvorita kot 180, zato je
kot ¥ASB = 140°.

Trikotnik <ASB je enakokrak (diagonali v pravokotniku
se razpolavljata), zato sta preostala dva kota skladna. 1z D C
vsote kotov trikotniku, ki je vedno enaka 180°,
izra¢unamo njuno velikost, to je 20°. Sedaj za
pravokotni trikotnik <BAC lahko zapisemo:

S b/2
40°
140°
tan20° = 20° 20°
b = a-tan20° = 3,64cm b/2
Caka nas %e obseg pravokotnika: A a B
o= 2(10 + 3,64) = 27,3cm

QT

10. IzraCunajte osnovo a logaritemske funkcije f(x) = log, x , katerega graf poteka skozi tocko
1 3
A5 —3)
Logaritemska funkcija f(x) = log, xje inverzna eksponentni funkciji in je pravzaprav le preoblikovan
zapis enacbe

x=a”
Poljubna tocka, ki lezi na grafu logaritemske funkcije se lahko zapise v obliki:
T(x,f(x)) 0z.
T(x,log, x)
3

Za tocko A (g, —%), torej velja x =§ iny=f(x)= -3

Sedaj se izplaca zapisati v enacbo oblike

In sicer:

Sedaj izrazimo a:



301
a 2 =—

Sedaj celotno enacbo potenciramo s stopnjo -2/3, da se znebimo stopnje pri a-ju:

_3
a 2

1 2
s /()7

Osnova logaritemske funckije je a = 4.

11. Iz skupine 7 fantov in 5 deklet naklju¢no izberemo 4 osebe. lzracunajte verjetnost dogodka
A, da bodo izbrani trije fantje in eno dekle.

Verjetnost dogodka A je enaka kvocientu:
m
P(A) =—
n

Kjer je m Stevilo za dogodek A ugodnih izidov in n Stevilo vseh. moznih izidov'danega poskusa.
Izra¢unajmo najprej Stevilo vseh moznih izidov, n.
Gre za nakljuéen izbor 4 oseb med dvanajstimi. Ker nam je pomembno samo koliko oseb izberemo,
ne pa tudi njihov vrstni red, uporabimo kombinacije:
= (k) _ k!
=t T rhe rl(k—=7)!

Kjer je k Stevilo vseh moznosti, r pa dejansko Stevilo izbranih. Mi izbiramo 4 osebe med 12-imi, zato je
Stevilo vseh moznih izborov (ne gled na spol):

12 12! 12! 12-11-10-9-8¢

n=(,)= g - = 445
4 4512 =41 418! 4-3.2-1-81

Za dogodek A ugoden izbor pa so izbrani 3 fantje in eno dekle.
Tri fante izberemo od sedmih: (;)
Eno dekle od skupno. petih: (i)

Ker sta dogodka neodvisna drug od rugega (izbor fantov ne vpliva na izbor deklet) je Stevilo za
dogodek A ugodnih izborov zmnozek obeh Stevil:

_(7) (5)_ 7! 5! _7~6-5-4—.L 5-4—!_175
"TB\W Ty G- 3214 1A
peay 175 35
)_n_445_99

12. Peti ¢len geometrijskega zaporedja je osemkratnik drugega ¢lena, produkt drugega in
Cetrtega Clena pa je 144. Izracunajte prvi ¢len a; in koli¢nik g.
as = 8a,
az . a4_ - 14’4‘

a, q:?

Splosni ¢len geometrijskega zaporedja je



Iz nasih podatkov preberemo:

Velja pa za poljubno gemetrijsko zaporedje tudi enacba:
An = y/An+1 " An—1
a3 = ./ a4_ . az

Konkretno npr.:

To lahko izkoristimo za a, - a, = 144

a; =vV144 = £12
Sedaj zapiSemo Se:
) a; =12 | 2
= . — ===
az =a; - q a; 2 4 T

a, =13 in q=2

Prvi ¢len zaporedja je torej enak a; = £3, koli¢nik pa.g = 2.



